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             Het construeren van figuren 
 
20,1. De cirkel 
 
 Een cirkel of cirkelomtrek is een gesloten kromme lijn, waarvan alle punten in hetzelfde vlak 
liggen en even ver verwijderd zijn van een in dat vlak gelegen punt. Dit punt ܯ heet middelpunt. 
 Onder een cirkel verstaat men ook wel het deel van een plat vlak dat door een cirkelomtrek 
wordt begrensd. 
 De afstand van een punt van de cirkelomtrek tot het middelpunt heet de straal van de cirkel. 
Alle stralen van een cirkel zijn even groot. 
 We tekenen een cirkel met behulp van een passer. 
 Een rechte lijn die twee punten van een cirkel verbindt, heet koorde (fig. 20,1 de lijn ܤܣ). 
        
       Een koorde, die door het middelpunt ܯ gaat,  
       heet middellijn (bv. de lijn ܥܣ). 
       Een middellijn is tweemaal zo lang als een  
       straal. Alle middellijnen zijn dus ook even  
       groot.  
       Een deel van een cirkelomtrek heet cirkelboog 
       kortweg boog. 
       Eigenschap 1. Elke middellijn is groter dan  
       een koorde, die niet door het middelpunt gaat. 
       Gegeven: ܥܣ >  .(fig. 20,1) ܤܣ
 
Fig. 20,1.       Bewijs: Elke middellijn is gelijk aan de som  
       van twee stralen, dus ܥܣ = ܯܣ +  .ܯܤ
In ∆ ܯܤܣ is ܯܣ + ܯܤ > ܥܣ dus is ook ,ܤܣ >  .ܤܣ
Eigenschap 2. Wanneer de afstand van de middelpunten van twee cirkels kleiner is dan de som van de 
stralen en groter dan het verschil, dan hebben die cirkels twee punten gemeen. 
 
       Gegeven:  ܰܯ < ܣܯ +  ;ܤܰ
ܰܯ          > ܣܯ −  .(fig. 20,2) ܤܯ
       Te bewijzen: cirkel ܯ snijdt cirkel ܰ in  
         twee punten. 
 
       Bewijs:  ܰܯ < ܣܯ +  ܤܰ
ܤܰ           afgetrokken  ܤܰ            =
ܤܯ          <  ܣܯ
       Hieruit volgt, dat het punt ܤ binnen de cirkel- 
       omtrek ܯ ligt. 
       Ook is:   ܰܯ > ܣܯ −  ܤܰ
Fig. 20,2.         ܰܥ  :opgeteld  ܤܰ            =
ܥܯ          >  ܣܯ
 
Hieruit volgt dat het punt ܥ buiten de cirkelomtrek ܯ ligt. 
Men kan geen lijn van een punt ܤ binnen de cirkelomtrek ܯ naar een punt buiten de cirkelomtrek ܯ 
trekken, zonder dat deze lijn de omtrek van cirkel ܯ snijdt. De punten ܤ en ܥ liggen op de omtrek van 
cirkel ܰ. De cirkel ܰ moet dus de cirkel ܯ snijden. Dit snijpunt moet buiten de middellijn ܥܤ liggen. 
Uit de symmetrie volgt dat er dan twee snijpunten zijn, een boven en een beneden de lijn ܰܯ. 
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20,2. Grondconstructies 
 
 Onder het construeren van een meetkundige figuur verstaan we het samenstellen van een 
figuur, uitsluitend met behulp van passer en liniaal. Een aantal vrij eenvoudige constructies, waarbij 
een lijn of een hoek wordt geconstrueerd, die aan bepaalde voorwaarden voldoet, noemen we 
grondconstructies. Andere constructies worden altijd tot een of meer van deze grondconstructies 
teruggebracht. 
Grondconstructie 1. Een hoek te construeren van gegeven grootte als het hoekpunt en een been  
gegeven zijn. 
Gegeven:  ∠ܣ, het hoekpunt ܲ en het been ܲܳ. 
Gevraagd: Een hoek te construeren gelijk ∠ܣ, waarvan ܲ het hoekpunt is en ܲܳ een been. 
Constructie: (fig. 20,3). Beschrijf met de passer een cirkelboog met ܣ als middelpunt en met een  
       willekeurige straal, die de benen van ∠ܣ in de  
       punten ܤ en ܥ snijdt. 
       Beschrijf met dezelfde passeropening, (dus  
       met dezelfde straal) een cirkelboog ܴܳ met ܲ  
       als middelpunt. Beschrijf met ܳ als middel- 
       punt en de koorde ܥܤ als straal een cirkel- 
        S   boogje, dat de boog ܴܳ in ܵ snijdt. 
       Verbind ܵ met ܲ. Nu is ܲܵ het andere been  
       van de gevraagde hoek. 
       De gevraagde hoek is ܵܲܳ. 
       Bewijs: Verbindt men ܵ met ܳ, dan zijn de 
Fig. 20,3.       driehoeken ܥܣܤ en ܳܲܵ congruent; ܤܣ = ܲܳ 
ܥܣ        = ܲܵ; ܥܤ = ܳܵ; de driehoeken hebben 
dus de drie zijden gelijk. Hieruit volgt ∠ܣ = ∠ܲ. 
Grondconstructie 2. Door een gegeven punt buiten een gegeven lijn een lijn te trekken evenwijdig aan 
de eerste 

       Gegeven: Het punt ܲ en de lijn ܤܣ (fig. 20,4). 
       Gevraagd: Door ܲ een lijn te trekken //ܤܣ. 
       Constructie: Twee lijnen zijn evenwijdig, als  
       ze zodanig door een derde lijn worden gesne- 
       den, dat bv. twee verwisselende binnenhoeken  
       gelijk zijn. Verbind ܲ met een willekeurig  
       punt ܥ van de lijn ܤܣ. Construeer nu ∠ܥܲܦ = 
Fig. 20,4.       ∠ܲܥܤ (grondconstructie 1). Dan is ܤܣ//ܲܦ. 
 
Grondconstructie 3. Een gegeven hoek middendoor te delen. 
       Gegeven: ∠ܥܤܣ (fig. 20,5). 
       Gevraagd: De bissectrix van ∠ܥܤܣ. 
       Constructie: Zet (met de passer) op de benen  
       van ∠ܥܤܣ twee willekeurige, maar gelijke  
       stukken ܦܤ en ܧܤ af. Beschrijf met dezelfde  
       of een andere passeropening twee gelijke cir- 
       kelboogjes met ܦ en ܧ als middelpunt, die  
       elkaar in ܨ snijden. De lijn ܨܤ is de gevraag- 
Fig. 20,5.       de bissectrix. 
 
Bewijs: Trek ܨܦ en ܨܧ. De driehoeken ܨܧܤ ݊݁ ܨܦܤ hebben gelijke zijden en zijn dus congruent. 
Dus ∠ܨܤܦ =  .ܨܤܧ∠
 
Oplossingen inzenden van de opgaven 108 t/m 112. 
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21,1. Het construeren van figuren (vervolg) 
 
       Grondconstructie 4. 
 
       In een gegeven punt van een lijn een loodlijn  
       op te richten.  
       Gegeven: De lijn ܤܣ en het punt ܥ op deze  
       lijn (fig. 21,1). 
       Gevraagd: In het punt ܥ een loodlijn op te  
       richten. 
       Constructie: De opgave is: de gestrekte hoek  
Fig. 21,1.       ܥܤܣ middendoor te delen. De constructie en  
       het bewijs verlopen op dezelfde wijze als bij 
constructie 3 van de vorige les. 
 
Grondconstructie 5. Een lijn van gegeven lengte loodrecht middendoor te delen. 
 
       Gegeven: De lijn ܤܣ (fig. 21,2). 
       Gevraagd: ܤܣ loodrecht middendoor te delen. 
       Constructie: Beschrijf twee cirkelboogjes met  
  als middelpunt en met gelijke , doch ܤ ݊݁ ܣ       
       willekeurige straal, die elkaar in ܥ snijden (de  
       straal moet groter zijn dan de helft van ܤܣ). 
       Beschrijf eveneens twee met ܣ en ܤ als  
       middelpunt en dezelfde of een andere straal  
       als voor het punt ܥ, die elkaar aan de andere  
       zijde van ܤܣ in ܦ snijden. De lijn ܦܥ deelt nu 
Fig. 21,2.       ܤܣ loodrecht middendoor. 
 
Bewijs: ∆ ܥܤܣ is gelijkbenig, dus ∠ܤܣܥ =  hebben drie zijden gelijk; ze zijn ܦܥܤ ∆ en ܦܥܣ ∆ .ܣܤܥ∠
dus congruent. Hieruit volgt: ∠ܦܥܣ = ܧܥܣ ∆ Nu is .ܦܥܤ∠ ≅  want ze hebben een zijde en de ,ܧܥܤ ∆
beide aanliggende hoeken gelijk. Hieruit volgt: ܧܣ = ܥܧܣ∠ en ܤܧ = ܥܧܤ∠ = 90° (want ze zijn 
samen 180°). De lijn ܦܥ deelt dus de lijn ܤܣ loodrecht middendoor. 
 
Opmerking: Gewoonlijk neemt men voor het bepalen van ܦ ݊݁ ܥ dezelfde straal; dan behoeft men 
maar twee cirkelbogen te trekken (fig. 21,3a). Men kan ook het punt ܦ aan dezelfde kant van de lijn 
 Dit wordt gedaan, als het ongewenst of onmogelijk is aan de .(fig. 21,3b) .ܦ nemen als het punt ܤܣ
andere zijde van ܤܣ iets te tekenen.  
               
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 21,3.                                        a                                                           b 
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Grondconstructie 6. Uit een punt buiten een lijn een loodlijn op die lijn neer te laten. 
 
       Gegeven: Het punt ܲ en de lijn ܤܣ. 
       Gevraagd: Door ܲ een lijn te trekken die  
       loodrecht op ܤܣ staat. 
       Constructie: Beschrijf met ܲ als middelpunt  
       een cirkelboog, die de lijn ܤܣ in de punten  
       ܳ en ܴ snijdt. Beschrijf twee cirkelboogjes  
       met gelijke stralen en ܳ en ܴ als middel- 
       punten, die elkaar in ܵ snijden. 
       De lijn ܲܵ is de gevraagde lijn. 
Fig. 21,4.       Bewijs: Het bewijs komt overeen met dat van  
       grondconstructie 5. 
21,2. Het construeren van driehoeken. 
 
 Met de vijf congruentiegevallen van driehoeken komen vijf grondconstructies van 
driehoeken overeen. Als van een driehoek drie elementen gegeven zijn, waarbij minstens één zijde, 
kunnen we de driehoek construeren. 
  
Constructie 1. Een driehoek te construeren, waarvan één zijde en de twee aanliggende hoeken zijn 
gegeven. 
       Gegeven: De zijde ܽ en de hoeken ߚ en ߛ  
       (fig. 21,5). 
       Gevraagd: Een driehoek te construeren waar- 
       van ܽ een zijde en ߚ en ߛ de beide aanlig- 
       gende hoeken zijn. 
       Constructie: We tekenen een lijn ܥܤ = ܽ  
Fig. 21,5.       (fig.21,6) en construeren in de uiteinden de  
     hoeken ߚ en ߛ. De benen van deze hoeken snijden elkaar in ܣ. 
     Nu is ∆ ܥܤܣ de gevraagde driehoek. 
 
     Constructie 2. Een driehoek te construeren, waarvan één zijde,  
     één aanliggende en één overstaande hoek zijn gegeven. 
 
 
       
 
Fig. 21,6.     Fig. 21,7. 
 
Gegeven: De zijde ܽ en de hoeken ߙ en ߚ (fig. 21,7).  
Gevraagd: Een driehoek te construeren, waarvan ܽ een zijde is, ߚ een aanliggende en ߙ de overstaande 
hoek. 
Constructie: We construeren de hoek ߙ en ߚ door ∠ߚ naast ∠ߙ te leggen. 
     Nu is ∠ߛ het supplement van ∠ߙ +  .(fig. 21,8) ߚ∠
     Nu is de constructie tot de vorige teruggebracht. 
 
 
 
Fig. 21,8. 
 
Oplossingen inzenden van de opgaven 113 t/m 118. 
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     Constructie 3. Een driehoek te construeren, waarvan twee  
     zijden en de ingesloten hoek zijn gegeven. 
     Gegeven: De zijden ܽ en ܾ en de hoek ߛ (fig. 22,1). 
     Gevraagd: Een driehoek te construeren, waarvan ܽ en ܾ zijden  
     zijn en waarbij ∠ߛ de ingesloten hoek is. 
Fig. 22,1.     constructie: Teken een hoek ܥ =   en pas op het  ene been ߛ
     een stuk ܣܥ = ܾ af (fig. 22,2). Verbind ܣ en ܤ. Nu is ∆ ܥܤܣ  
     de gevraagde driehoek. 
 
     Constructie 4. Een driehoek te construeren, waarvan de drie  
     zijden zijn gegeven. 
     Gegeven: De lijnen ܽ, ܾ en ܿ (fig. 22,3). 
     Gevraagd: Een driehoek te construeren, waarvan ܽ, ܾ en ܿ de  
Fig. 22,2.     zijden zijn. 
     Constructie: Trek  een lijn ܥܤ gelijk aan de gegeven lijn ܽ  
     (fig. 22,4). Beschrijf met ܥ als middelpunt een cirkelboogje  
     met ܾ als straal en met ܤ als middelpunt een cirkelboogje met  
     ܿ als straal. Verbind het snijpunt ܤ ݐ݁݉ ܣ en ܥ; nu is ∆ ܥܤܣ  
     de gevraagde driehoek. 
Fig. 22,3     Discussie a: De cirkels snijden elkaar ook nog in een punt ܣᇱ  
     beneden de lijn ܥܤ. Doch de driehoek ܣᇱܥܤ is congruent met  
 .ܥܤܣ ∆     
     b: De constructie is alleen mogelijk, als ieder der gegeven  
     zijden kleiner is dan de som en groter dan het verschil der  
     beide andere. Is dit niet het geval, dan snijden de cirkelbogen  
     elkaar niet en bestaat het punt ܣ niet. 
 

   Constructie 5a: Een driehoek te construeren, waarvan twee  
   zijden zijn gegeven en de hoek tegenover de kleinste van de  

Fig. 22,4.     twee. 
     Gegeven: De lijnen ܽ en ܾ (ܽ < ܾ) en de hoek ߙ (fig. 22,5).  
     Gevraagd: Een driehoek te construeren, waarvan ܽ en ܾ zijden  
     zijn en ߙ de hoek tegenover ܽ.  
     Constructie: Teken een hoek ܧܣܦ =   ܦܣ Pas op het been .ߙ
     een stuk ܥܣ = ܾ af. Beschrijf met ܥ als middelpunt een  
     cirkelboog met ܽ als straal. Deze snijdt het been ܧܣ in twee 
Fig. 22,5.     punten: ܤ en ܤᇱ. 
     Verbind ܥ met ܤᇱ. De beide driehoeken ܥܤܣ en ܤܣᇱܥ vol- 
     doen aan het gevraagde (fig. 22,6). 
     Discussie: Is ܽ groter dan de loodlijn ܨܥ uit ܥ op ܧܣ neerge- 
     Laten, dan voldoen twee driehoeken; is ܽ gelijk aan deze  
     loodlijn, dan voldoet één driehoek, die rechthoekig is in ܤ; 
     is ܽ kleiner dan deze loodlijn, dan voldoet geen enkele  
     driehoek. 
 
 
Fig. 22,6. 
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Constructie 5b. Een driehoek te construeren, waarvan twee zijden zijn gegeven en de hoek tegenover 
de grootste van die twee. 
     Gegeven: De lijnen ܽ en ܾ (ܽ > ܾ) en de hoek ߙ (fig. 22,7). 
     Gevraagd: Een driehoek te construeren, waarvan ܽ en ܾ zijden  
     zijn en ߙ de hoek tegenover ܽ.  
     Constructie: (fig.22,8). Teken een hoek ܧܣܦ =  .ߙ
     Pas op het been ܦܣ een stuk ܥܣ = ܾ af. Beschrijf  met ܥ als  
     middelpunt een cirkelboog met ܽ als straal.  
     Deze snijdt het been ܧܣ in een punt ܤ. 
     Verbind ܥ en ܤ. Nu is ∆ ܥܤܣ de gevraagde driehoek. 
 
     Discussie: De cirkelboog snijdt het verlengde van ܧܣ nog in  
Fig. 22,7.     een punt ܤᇱ. De driehoek ܤܣܥᇱ voldoet echter niet; ܤᇱܥܣ is  
       het supplement van de gegeven hoek ߙ.   
       Is ∠ߙ = 90°. Dan voldoet ∆ ܤᇱܥܣ wel, doch  
       deze driehoek is in dit geval congruent met  
 .ܥܤܣ ∆       
 
       Opmerkingen. 
 
       1. De constructies 5ܽ en 5ܾ komen  
        overeen met het 5e congruentiegeval.  
        Daar was de beperking gemaakt: 
        “mits de hoek tegenover de andere  
Fig. 22,8.        zijde van dezelfde soort is”. Uit de  
        constructies 5ܽ en 5ܾ blijkt dat deze 
beperking niet nodig is als de gegeven hoek tegenover de grootste der twee gegeven zijden ligt, omdat 
met de gegevens van constructie 5ܽ er twee driehoeken zijn, die voldoen.  
 
2. Uit de voorgaande constructies blijkt, dat er voor het construeren van een driehoek drie  
 onderling onafhankelijke gegevens nodig zijn, evenals er drie onderling onafhankelijke  
 gelijke elementen moeten zijn voor de congruentie van twee driehoeken. 
 
  Bij slechts twee gegevens zijn er oneindig veel driehoeken, die voldoen, omdat men  
 dan een derde gegeven willekeurig kan aannemen. 
 De constructie is dan onbepaald. 
 
  Zijn er vier (of meer) gegevens, dan kan de driehoek reeds met drie ervan worden 
 geconstrueerd. Het zou dan al zeer toevallig zijn, als de driehoek ook met het vierde gegeven  
 overeenkomt. In het algemeen is de constructie dus niet mogelijk, als er vier of meer  
 gegevens zijn. 
 
 
Oplossingen inzenden van de opgaven 119 t/m 123. 
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23,1. Constructie met behulp van een meetkundige analyse 
 
 Soms kan uit de gegevens de figuur niet onmiddellijk worden samengesteld. Men tracht dan 
uit de gevraagde figuur een andere af te leiden die met behulp van de gegevens kan worden gecon-
strueerd en leidt uit deze figuur de gevraagde figuur af. Men noemt dit construeren met behulp van een 
meetkundige analyse. 
 Hier volgen enkele voorbeelden. 
 
Voorbeeld 1. Een driehoek te construeren, waarvan de basis, de kleinste basishoek en het verschil van 
de opstaande zijden gegeven zijn. 
       Analyse: Is ∆ ܥܤܣ (fig.23,1) de gevraagde,  
       dan is, als ܦܤ =   het gegeven ܦܣ het stuk ,ܥܤ
       verschil van de opstaande zijden. 
       We verbinden ܦ met ܥ. Van ∆ ܦܥܣ is nu  
       gegeven: de zijden ܥܣ en ܦܣ en de ingesloten  
       hoek ܥܣܦ. Deze driehoek kan dus worden  
       geconstrueerd. Verlengen we nu ܦܣ en  
       construeren we ∠ܤܥܦ =   dan wordt de ,ܤܦܥ∠
       gevraagde driehoek gevonden.  
Fig. 23,1.       Gegeven: De lijnen ܾ en ݒ en de hoek ߙ  
            (fig. 23.2). 
       Gevraagd: Een driehoek te construeren waar- 
       van ܾ de basis, ݒ het verschil van de opstaan- 
       de zijden en ߙ de kleinste basishoek is. 
       Constructie: (fig. 23,3). Teken de hoek ߙ en  
       pas op het ene been een stuk ܤܣ = ܾ af en op  
       het andere been een stuk ܦܣ =  .ݒ
       Verbind ܦ en ܥ. Construeer ∠ܤܥܦ =  .ܤܦܥ∠
Fig.23,2.       ∆ ܥܤܣ is nu de gevraagde driehoek. 

       Voorbeeld 2. Een driehoek te construeren  
       waarvan de omtrek en twee hoeken zijn  

       gegeven. 
       Analyse. Onderstel, dat ܥܤܣ de gevraagde  
       driehoek is (fig. 23,4).Verlengt men ܤܣ aan  
       de ene zijde met een stuk ܦܣ =   en aan de ܥܣ
       andere zijde met een stuk ܧܤ =  -en ver ܥܤ
       binden we ܦ met ܧ, dan ontstaat de driehoek  
  Deze kunnen we construeren. De basis .ܥܧܦ       
       is gegeven: ∠ܥ ,ܤܣܥ∠ ½ = ܧ∠   .ܣܤܥ∠ ½ =
Fig. 23,3.       Uit ∆ ܥܧܦ kunnen we de gevraagde driehoek  
       afleiden. ∆ ܣܦܥ is gelijkbenig. Delen we de  
       basis ܥܦ loodrecht middendoor, dan gaat de  
       deellijn door de top ܣ. Eveneens gaat de  
       middelloodlijn van ܧܥ door ܤ. 
       Gegeven: De lijn 2ݏ en de hoeken ߙ en ߚ  
       (fig. 23,5).  
       Gevraagd: Een driehoek te construeren, waar- 
       van de omtrek 2ݏ is en waarvan ߙ en ߚ twee 
Fig. 23,4.       hoeken zijn. 
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       Constructie: (fig.23,6). Trek de lijn ܧܦ =   ݏ2
       en construeer in de uiteinden hoeken gelijk  
       aan ½ ߙ en ½ ߚ. Daardoor ontstaat ∆ ܥܧܦ. 
       Deel nu ܥܦ en ܥܧ loodrecht middendoor. 
       De loodlijnen snijden ܧܦ in ܣ en ܤ. 
  .is dan de gevraagde ܥܤܣ ∆       
 
Fig. 23,5.       23,2. Het construeren van veelhoeken 
        
        Een veelhoek kunnen we beschouwen  
       als opgebouwd uit driehoeken. Moeten we een  
       veelhoek construeren, dan trachten we de drie- 
       hoeken te construeren waaruit de veelhoek is  
       opgebouwd. 
 
       Voorbeeld: Construeer een ruit, als een scher- 
       pe hoek, de som van een diagonaal en een 
       zijde gegeven zijn. 
       Analyse: Een ruit (fig. 23,7) wordt door de  
       diagonaal ܥܣ in twee congruente driehoeken  
Fig. 23,6.       verdeeld. We verlengen ܥܣ met een stuk  
ܧܥ        = ܧܣ Nu is .ܤܥ = de som van een diago- 
       naal en een zijde. Van de driehoek ܧܤܣ zijn  
       bekend: ܧܣ, ܤܣܧ∠ ܤܧܥ∠ en ܤܣܦ∠ ½ = = 
ܤܥܣ∠ ½ =         -We kunnen de drie .ܤܣܦ∠ ¼ =
       hoek ܧܤܣ dus construeren: 
       één zijde, nl. ܧܣ is gegeven, alsmede de beide  
       aanliggende hoeken. Uit ∆ ܧܤܣ kunnen we de  
       ruit afleiden.  
 
       Gegeven: De lijn ݏ en de hoek ߙ (fig. 23,8). 
       Gevraagd: Een ruit te construeren, waarvan ߙ  
       een scherpe hoek is en ݏ de som van een  
       diagonaal en een zijde. 
       Constructie: We tekenen de rechte lijn ܧܣ 
       (fig. 23,7) en construeren in het ene uiteinde  
Fig. 23,7.       een hoek ܤܣܧ   in het andere uiteinde ,ߙ ½ =
       een hoek ܤܧܣ   Daarmee is de driehoek .ߙ ¼ =
 -verkregen. We beschrijven nu een cirkel ܧܤܣ       
       boog met ܤ als middelpunt en ܣܤ als straal. 
       De ݏ snijdt ܧܣ in een punt ܥ. Met ܣ en ܥ als  
       middelpunt beschrijven we ook cirkelboogjes  
       met ܣܤ als straal. Deze snijden elkaar in ܦ. 
       We trekken nu ܦܣ en ܦܥ, waarmee de ruit is  
       voltooid. 
 
Fig. 23,8. 
 
 
 
Oplossingen inzenden van de opgaven 126 t/m 130. 
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     Evenredigheid van lijnen 
 
24,1. Verhouding van lijnen 
 
 Meet men een lijn van 32 cm en een lijn van 24 cm met een lijn van 1 cm, dan blijkt, dat 
deze maat op de eerste lijn 32 keer en op de tweede lijn 24 keer begrepen is. Meet men met een maat 
van 2 cm, dan vindt men 16 en 12 keer; meet men met een maat van 4 cm, dan vindt men 8 en 6 keer.  
De verhouding van de lengten der beide lijnen kunnen we schrijven als 32: 24 (32 staat tot 24) of als 
16: 12 of als 8 ∶ 6 of als 4 ∶ 3. 
 De beide gevallen noemen we de termen van de verhouding; het eerste getal heet de eerste of 
voorgaande term; het tweede getal heet de tweede of volgende term. 
Het quotiënt der termen noemen we het verhoudingsgetal; in ons voorbeeld is dit  ସ

ଷ
. 

 Dit verhoudingsgetal kan een geheel getal zijn, nl. als de ene lijn juist een geheel aantal 
malen op de andere kan worden afgepast. Ook kan het best een breuk zijn, zoals in bovenstaand 
voorbeeld. Dan is er een kleinere maat, die op ieder der lijnen een geheel aantal malen kan worden 
afgepast.. 
 Twee verhoudingen heten gelijk, als het verhoudingsgetal hetzelfde is. 
Hieruit volgt dat een verhouding niet verandert, als we beide termen door eenzelfde getal delen of met 
eenzelfde getal vermenigvuldigen. 
 
24,2. Evenredigheid van lijnen 
 
Eigenschap 1. Als enige evenwijdige lijnen van een snijlijn gelijke stukken afsnijden, dan snijden ze 
van elke andere snijlijn gelijke stukken af. 
      Gegeven: ܭܫ//ܪܩ//ܨܧ//ܦܥ//ܤܣ; 
ܥܣ         = ܧܥ = ܩܧ =  .(fig. 24,1) ܫܩ
      Te bewijzen: ܦܤ = ܨܦ = ܪܩ =  .ܭܪ
      Bewijs: Als we moeten bewijzen dat lijnen gelijk zijn,  
      Trachten we altijd deze lijnen in congruente drie- 
      hoeken te verkrijgen. Daartoe trekken we vanuit  
,ܤ       ,ܦ ,ܨ    .ܫܣ lijnen evenwijdig aan de lijn ܪ
      Daardoor ontstaan vier parallellogrammen. 
      In een parallellogram zijn de overstaande zijden  
      gelijk, dus ܮܤ = ,ܥܣ ܯܦ = ,ܧܥ ܰܨ = ,ܩܧ ܱܪ = .ܫܩ   
      Doch daar ܥܣ = ܧܥ = ܩܧ = ܮܤ is ook ,ܫܩ = ܯܦ = 
Fig. 24,1.      = ܰܨ =  .ܱܪ
      Bovendien is: ∠ܦܤܮ = ܨܦܯ∠ = ܪܨܰ∠ =   en ܭܪܱ∠
ܤܦܮ∠       = ܦܨܯ∠ = ܨܪܰ∠ =  .ܪܭܱ∠
      Gevolg: Met behulp van deze eigenschap kunnen we  
      een lijn in een aantal gelijke delen verdelen. Om bv.  
      de lijn ܤܣ (fig. 24,2) in drie gelijke delen te verdelen  
      trekken we een lijn ܥܣ. Hierop passen we vanuit ܣ  
      drie gelijke stukken af: ܦܣ = ܧܦ =  .ܨܧ
      We verbinden ܨ met ܤ en trekken door ܧ en ܦ lijnen  
Fig. 24,2.      evenwijdig aan ܤܨ. Deze lijnen verdelen dan ܤܣ in  
      drie gelijke delen. 
 
Eigenschap 2. Als drie evenwijdige lijnen worden gesneden door twee andere lijnen, dan is de 
verhouding van de stukken op de ene snijlijn gelijk aan de verhouding van de stukken op de andere 
snijlijn. 
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      Gegeven: ܨܧ//ܦܥ//ܤܣ (fig. 24,3). 
      Te bewijzen: ܥܣ: ܧܥ = :ܦܤ  .ܨܦ
      Bewijs: Om de verhouding van ܥܣ tot ܧܥ te bepalen  
      moeten we beide lijnen met dezelfde maat meten. 
      We kiezen hiertoe een klein lijnstukje dat we op ܥܧ  
      afpassen zo vaak als het gaat. Eveneens passen we het  
      op ܣܥ af. Onderstel, dat het op ܥܣ ܽ maal gaat en op  
  maal. Door al de deelpunten, die daarbij ܾ ܧܥ      
Fig. 24,3.      ontstaan, trekken we lijnen evenwijdig aan ܤܣ. 
      Deze lijnen snijden van ܦܤ ܽ gelijke stukken af en 
van ܨܦ ܾ even grote stukken. Dit betekent: 
ܥܣ ∶ ܧܥ = ܽ ∶ ܾ en ܦܤ ∶ ܨܦ = ܽ ∶ ܾ. Hieruit volgt: ܥܣ ∶ ܧܥ = ܦܤ ∶  .ܨܦ
Deze eigenschap wordt de hoofdeigenschap van de evenredigheid van lijnen genoemd. 
 De gelijkheid van twee verhoudingen noemen we een evenredigheid. De verschillende  
eigenschappen, die in de rekenkunde gelden voor evenredigheden, gelden ook hier. Zo volgt uit de 
evenredigheid ܥܣ ∶ ܧܥ = ܦܤ ∶ ܥܣ .o.a ܨܦ ∶ ܦܤ = ܧܥ ∶  ;(de middelste termen verwisseld) ܨܦ
ܧܣ ∶ ܨܤ = ܥܣ ∶ ܧܣ en ܦܤ ∶ ܨܤ = ܧܥ ∶  de som van de termen van de eerste verhouding staat tot) ܨܦ
de som van de termen van de tweede verhouding als de eerste term staat tot de derde, of als de tweede 
term staat tot de vierde). 
 
Eigenschap 3. Als drie lijnen, waarvan er twee evenwijdig zijn door twee andere lijnen zo worden 
gesneden, dat de stukken op de ene snijlijn evenwijdig zijn met de gelijk gelegen stukken op de 
andere, dan loopt ook de derde evenwijdig met de eerste twee. 
 Deze eigenschap is de omgekeerde van de hoofdeigenschap (eigenschap 2). 
 
      Gegeven: ܥܣ  ;ܦܥ//ܤܣ ∶ ܧܥ = ܦܤ ∶  .(fig. 24,4) ܨܦ
      Te bewijzen:  ܦܥ//ܤܣ//ܨܧ. 
      Bewijs:  Was ܨܧ niet evenwijdig aan  

 -een andere lijn kun ܧ dan zou men door ,ܦܥ en ܤܣ     
      nen trekken, evenwijdig aan ܦܥ, die ܦܤ niet in ܨ  
      maar bv. in ܩ snijdt. Dan zouden we drie evenwijdige  
      lijnen hebben, ܤܣ,   gesneden door ,ܩܧ en ܦܥ
 :Volgens eigenschap 2 is dan .ܩܤ en ܧܣ      
ܥܣ        ∶ ܧܥ = ܦܤ ∶  .ܩܦ
      Doch er is ondersteld: ܥܣ ∶ ܧܥ = ܦܤ ∶  .ܨܦ
Fig. 24,4.      Deze twee evenredigheden hebben drie overeenkom- 
      stige termen gelijk, de vierde termen zijn dus ook 
gelijk, dus: ܩܦ =  .ܦܥ en ܤܣ is evenwijdig aan ܨܧ :samenvallen. Derhalve ܨ moet met ܩ .d.w.z ,ܨܦ
 
Opmerking: We maken bij de evenredigheid van lijnen vaak gebruik van verschillende eigenschappen 
der evenredigheden. Zo ook van de eigenschap: 
In een evenredigheid is het product van de uiterste termen gelijk aan dat van de middelste. 
Hierbij verstaan we onder het product van twee lijnen het product van de getallen, die aanwijzen, 
hoeveel maal een bepaalde lengte-eenheid op elk van de twee lijnen is begrepen. Zo volgt uit: 
:ܥܣ ܧܥ = :ܦܤ  .(fig. 24,4) ܨܦ
ܥܣ × ܨܦ = ܧܥ × ܨܦ :dus ,ܦܤ = ா  × 


 . Is bv. ܥܣ = 12 ݉݉, ܧܥ = 27 ݉݉, ܦܤ = 15 ݉݉, 

dan is ܨܦ = ଶ×ଵହ
ଵଶ

= 33 ଷ
ସ

 ݉݉. 
 
 
Oplossingen inzenden van de opgaven 131 t/m 134. 
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25,1. Evenredigheid van lijnen in een driehoek 
 
Eigenschap 1. Een lijn evenwijdig aan een zijde van een driehoek verdeelt de andere zijden of zijn 
verlengden in evenredige stukken. 
      Gegeven: ܤܣ//ܧܦ (fig. 25,1). 
      Te bewijzen:  ܦܣ ∶ ܥܦ = ܧܤ ∶  .ܥܧ
      Bewijs:  Trek door de top ܥ van de driehoek  
      een lijn evenwijdig aan ܤܣ. Dan hebben we drie 
      evenwijdige lijnen, door twee lijnen gesneden. 
      Volgens les 24, eigenschap 2, worden door de drie  
      evenwijdige lijnen van de twee snijlijnen evenredige  
      stukken afgesneden. Hieruit volgt: 
ܦܣ       ∶ ܥܦ = ܧܤ ∶   Dit geldt zowel voor fig. 25,1a .ܥܧ
      als voor 25,1b. Door eigenschappen van de evenredig- 
      heden toe te passen, kunnen we deze evenredigheid in  
    a                                b     verschillende vormen brengen: 
ܦܣ       ∶ ܥܦ = ܧܤ ∶ ܥܣ   ,ܥܧ ∶ ܥܤ = ܦܣ ∶  ,ܧܤ
ܥܣ       ∶ ܥܤ = ܥܦ ∶ ܥܣ    ,ܥܧ ∶ ܦܣ = ܥܤ ∶  ,ܧܤ
Fig. 25,1.      ܥܣ ∶ ܥܦ = ܥܤ ∶  .ܥܧ
 
Eigenschap 2. Als een lijn twee zijden van een driehoek of zijn verlengden in evenredige stukken 
verdeelt, dan loopt hij evenwijdig aan de derde zijde. 
 Deze eigenschap is de omgekeerde van eigenschap 1. Op overeenkomstige wijze als 
eigenschap 1, volgt uit les 24 eigenschap 2, volgt deze uit les 24 eigenschap 3. 
 
Eigenschap 3. De lijn, die in een driehoek evenwijdig loopt aan een zijde, verhoudt zich tot die zijde 
als het niet tussen de evenwijdige lijnen gelegen stuk van een andere zijde staat tot die andere zijde. 
     Gegeven: ܤܣ//ܧܦ (fig. 25,2). 
     Te bewijzen: ܧܦ ∶ ܤܣ = ܥܦ ∶  .ܥܣ
     Bewijs:  Trek ܣܥ//ܨܧ. Nu is ܣܨ ∶ ܣܤ = ܥܧ ∶  .ܥܤ
     Daar ܤܣ//ܧܦ en ܨܧ =  ,een parallellogram ܨܧܦܣ is ,ܣܦ
     dus is ܨܣ = ,ܧܦ dus: ܧܦ ∶ ܤܣ = ܥܧ ∶ ܥܧ Doch .ܥܤ ∶ ܥܤ =  
     = ܥܦ ∶ ,ܥܣ dus: ܧܦ ∶ ܤܣ = ܥܦ ∶ ܥܣ = ܥܧ ∶   .ܥܤ
     Deze gelijkheid van drie verhoudingen noemen we een  
     aaneengeschakelde evenredigheid. 
 
              Gelijkvormigheid van driehoeken 
      
Fig. 25,2.     25,2. Definitie van gelijkvormige driehoeken  
 
      In hoofdstuk 25,1, eigenschap 3. (fig. 25,2) hebben we 
afgeleid dat een lijn ܧܦ evenwijdig aan de basis van een driehoek ܥܤܣ, een kleinere driehoek ܥܧܦ 
afsnijdt, waarvan de zijden een aaneengeschakelde evenredigheid vormen met de zijden van de oor-
spronkelijke driehoek. De zijden van de ene driehoek vormen de voorgaande, die van de tweede de 
volgende termen van de evenredigheid. 
 Twee driehoeken, waarvan de zijden van de eerste de voorgaande, die van de tweede, 
noemen we gelijkvormige driehoeken. 
 De zijden, die hierbij de termen van een verhouding vormen, heten gelijkstandige zijden.  
De hoeken en hoekpunten tegenover gelijkstandige zijden gelegen, heten gelijkstandige hoeken en 
gelijkstandige hoekpunten. In plaats van het woord ‘gelijkvormig’ gebruikt men het teken ~ 
(‘congruent’ betekent gelijk en gelijkvormig, aangeduid door ≅). 
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25,3. De gelijkvormigheidsgevallen 
 
Gelijkvormigheidsgeval 1. Twee driehoeken zijn gelijkvormig als ze twee hoeken gelijk hebben. 
 
      Gegeven: ∠ܣ = ܤ∠   ;ܽ∠ = ∠ܾ (fig. 25,3). 
      Te bewijzen: ∆ ܥܤܣ~∆ ܾܽܿ. 
      Bewijs:  We passen op ܥܣ een stuk ܦܣ = ܽܿ  
      af en trekken door ܦ een lijn ܤܥ//ܧܦ. 
      Dan is ∆ ܦܧܣ ∆~ܥܤܣ, zodat ܤܣ ∶ ܧܣ = ܥܤ ∶ ܦܧ = 
      = ܣܥ ∶  .(1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .ܣܦ
      Verder is ܦܣ = ܣ∠   ;ܿܽ = ∠ܽ;    
ܦܧܣ∠       = ܤ∠ = ∠ܾ. De driehoeken ܦܧܣ en ܾܽܿ  
      hebben dus een zijde, een aanliggende en een  
Fig. 25,3.      overstaande hoek gelijk; ze zijn dus congruent. 
      We mogen dus in de aaneengeschakelde evenredig-
heid (1) de zijden van ∆ ܦܧܣ vervangen door die van ∆ ܾܽܿ, zodat ܤܣ ∶ ܾܽ = ܥܤ ∶ ܾܿ = ܣܥ ∶ ܿܽ. 
De driehoeken ܥܤܣ en ܾܽܿ zijn dus gelijkvormig. 
 
Gelijkvormigheidsgeval 2. Twee driehoeken zijn gelijkvormig als ze twee zijden evenredig en de 
ingesloten hoek gelijk hebben. 
Gegeven: ܤܣ ∶ ܾܽ = ܥܣ ∶ ܣ∠   ;ܿܽ = ∠ܽ (fig. 25,3). 
Te bewijzen: ∆ ܥܤܣ~∆ ܾܽܿ. 
Bewijs:  We nemen weer op ܥܣ een stuk ܦܣ = ܽܿ. We trekken ܤܥ//ܧܦ. 
Nu is ∆ ܦܧܣ ∆~ܥܤܣ, evenals in het vorige geval, zodat ook nu: 
ܤܣ    ∶ ܧܣ = ܥܤ ∶ ܦܧ = ܣܥ ∶  (1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ܣܦ
 

We vergelijken de eerste en de laatste verhouding: 
 

ܤܣ    ∶ ܧܣ = ܣܥ ∶  ܣܦ
 

Met de gegeven evenredigheid: 
 

ܤܣ     ∶ ܾܽ = ܥܣ ∶ ܽܿ. 
 

Daar ܦܣ = ܽܿ hebben deze beide evenredigheden drie termen gelijk, dus de vierde termen zijn ook 
gelijk, dus ܧܣ = ܾܽ. De driehoeken ܦܧܣ en ܾܽܿ hebben twee zijden en de ingesloten hoek gelijk; ze 
zijn dus congruent. In de evenredigheid (1) kunnen we nu de zijden van ∆ ܦܧܣ vervangen door die 
van ∆ ܾܽܿ, zodat ܤܣ ∶ ܾܽ = ܥܤ ∶ ܾܿ = ܣܥ ∶ ܿܽ, dus ∆ ܥܤܣ~∆ ܾܽܿ. 
 
Gelijkvormigheidsgeval 3. Twee driehoeken zijn gelijkvormig als zij twee zijden evenredig en de 
hoeken over het grootste paar evenredige zijden gelijk hebben. 
Gegeven: ܥܣ ∶ ܽܿ = ܤܥ ∶ ܤܥ  ;ܾܿ > ܾܽ   ;ܥܣ > ܣ∠   ;ܥܣ = ∠ܽ   (fig. 25,3). 
Te bewijzen:  ∆ ܥܤܣ~∆ ܾܽܿ. 
Bewijs:  We passen weer op ܥܣ een stuk ܦܣ = ܽܿ af en trekken ܣܥ//ܧܦ. 
Dan is weer ∆ ܦܧܣ ∆~ܥܤܣ en geldt weer de aaneengeschakelde evenredigheid (1). We vergelijken 
nu de laatste twee verhoudingen hiervan: 
ܥܤ ∶ ܦܧ = ܣܥ ∶ ܤܥ met de gegeven evenredigheid ܣܦ ∶ ܾܿ = ܥܣ ∶ ܽܿ, dan blijkt, dat drie overeen-
komstige termen gelijk zijn. De vierde termen zijn dan ook gelijk, dus ܦܧ = ܾܿ. De driehoeken ܦܧܣ 
en ܾܽܿ hebben nu twee zijden gelijk en de hoeken over het grootste paar gelijke zijden. Ze zijn dus 
congruent. We kunnen dus in de evenredigheid (1) de zijden van ∆ ܦܧܣ vervangen door die van 
∆ ܾܽܿ, waarna blijkt: ∆ ܥܤܣ~∆ ܾܽܿ.. 
    
 
Oplossingen inzenden van de opgaven: 135 t/m 139. 



R.T. 
Vl. M. 
 
Vlakke Meetkunde. Les 26     Nadruk verboden  51 
 
26,1. Eigenschappen van gelijkvormige driehoeken 
 
Eigenschap 1. In twee gelijkvormige driehoeken zijn de gelijkstandige hoeken gelijk. 
 Deze eigenschap is de omgekeerde van gelijkvormigheidsgeval 1 (les 25,3). 
Gegeven:   ∆ ܥܤܣ~∆ ܾܽܿ (fig. 25,3). 
Te bewijzen: ∠ܣ = ܤ∠   ;ܽ∠ = ܥ∠   ;ܾ∠ = ܿ. 
Bewijs:  We nemen weer ܦܣ = ܽܿ en trekken ܤܥ//ܧܦ. Dan is ∆ ܦܧܣ ∆~ܥܤܣ, 
dus: ܤܣ    ∶ ܧܣ = ܥܣ ∶ ܦܣ = ܥܤ ∶  (1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ܦܧ
Uit het onderstelde volgt: 
ܤܣ    ∶ ܾܽ = ܥܣ ∶ ܽܿ = ܥܤ ∶ ܾܿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2) 
Vergelijken we de eerste twee verhoudingen van (1) en (2), dan blijkt, dat hiervan drie termen gelijk 
zijn; de vierde termen zijn dus ook gelijk, nl. ܧܣ = ܾܽ. 
 Door de laatste twee verhoudingen van (1) en (2) te vergelijken, blijkt dat ܦܧ = ܾܿ. 
De driehoeken ܦܧܣ en ܾܽܿ hebben nu gelijke zijden, zodat ∆ ܦܧܣ ≅ ∆ ܾܽܿ. 
Hieruit volgt: ∠ܣ = ܦܧܣ∠   ;ܽ∠ = ∠ܾ; maar ∠ܦܧܣ =  overeenkomstige hoeken bij twee) ܤ∠
evenwijdige lijnen, gesneden door ܤܣ), dus ∠ܤ = ∠ܾ. 
De driehoeken hebben nu de derde hoeken ook gelijk, dus ∠ܥ = ∠ܿ. 
 

Eigenschap 2. In twee gelijkvormige driehoeken zijn twee gelijkstandige zwaartelijnen evenredig met 
twee gelijkstandige zijden. 
 Hetzelfde geldt voor de gelijkstandige hoogtelijnen en voor de gelijkstandige bissectrices. 
      Gegeven: ∆ ܥܤܣ~∆ ܾܽܿ; 
ܦܣ         = ݀ܽ  ;ܤܦ = ܾ݀ (fig. 26,1). 
      Te bewijzen: ܦܥ ∶ ܿ݀ = ܥܣ ∶ ܽܿ. 
      Bewijs:  Uit de gelijkvormigheid van ∆ ܥܤܣ  
      en ∆ ܾܽܿ volgt: ∠ܣ = ܥܣ  ;ܽ∠ ∶ ܽܿ = ܤܣ ∶ ܾܽ, 
      dus ook: ܥܣ ∶ ܽܿ ܤܣ ½ = ∶ ½ ܾܽ = ܦܣ ∶ ܽ݀. 
      Van de driehoeken ܦܥܣ en ܽܿ݀ zijn twee zijden  
      evenredig, terwijl ze de ingesloten hoek gelijk hebben.  
Fig. 26,1.      Ze zijn dus gelijkvormig, zodat ܦܥ ∶ ܿ݀ = ܥܣ ∶ ܽܿ. 
 
Eigenschap 3. In twee gelijkvormige driehoeken verhoudt zich de som of het verschil van een zijde en 
een hoogtelijn van de ene driehoek tot de som of het verschil van de gelijkstandige lijnen van de 
andere driehoek als een paar gelijkstandige zijden. 
 Deze eigenschap volgt onmiddellijk uit de vorige, door toepassing van een eigenschap der 
evenredigheden: uit ܽ ∶ ܾ = ܿ ∶ ݀ volgt: (ܽ ± ܿ) ∶ (ܾ ± ݀) = ܽ ∶ ܾ. 
 
Voorbeeld. Twee driehoeken zijn gelijkvormig als twee zijden en de hoogtelijnen op een van deze 
zijden in de ene driehoek evenredig zijn met de overeenkomstige lijnen in de andere. 
      Gegeven:  ܥܣ ∶ ܽܿ = ܤܣ ∶ ܾܽ = ܦܥ ∶ ܿ݀;   
ܦܥ         ⊥  ;ܤܣ
        ܿ݀ ⊥ ܾܽ (fig. 26,2). 
      Te bewijzen: ∆ ܥܤܣ~∆ ܾܽܿ. 
      Bewijs:  De rechthoekige driehoeken ܦܥܣ 
      en ܽܿ݀ hebben de hypotenusa en een rechthoekszijde  
      evenredig en zijn dus gelijkvormig (gelijkvormig- 
      heidsgeval 2). Hieruit volgt: ∠ܣ = ∠ܽ. 
      De driehoeken ܥܤܣ en ܾܽܿ hebben dan twee zijden 
      evenredig en de ingesloten hoek gelijk en dus gelijk- 
Fig. 26,2.      vormig (gelijkvormigheidsgeval 2). 



R.T. 
 
52 Vl. M.         Nadruk verboden 
 
Voorbeeld 2. De diagonalen van een trapezium verdelen elkaar in stukken die evenredig zijn met de 
aangrenzende evenwijdige zijden. 
Gegeven:  ܥܦ//ܤܣ (fig. 26,3). 
Te bewijzen: ܵܣ ∶ ܥܵ = ܤܣ ∶  .ܥܦ
Bewijs:  In de driehoeken ܵܤܣ en ܵܦܥ is ∠ܵܤܣ = ܣܤܵ∠ en ܦܥܵ∠ =  verwisselende) ܥܦܵ∠
binnenhoeken), dus: ∆ ܵܦܥ ∆~ܵܤܣ, waaruit volgt: ܵܣ ∶ ܥܵ = ܤܣ ∶  .ܥܦ
 
      Stelling 1. De bissectrice van een hoek van een  
      driehoek verdeelt de overstaande zijde in stukken, die  
      evenredig zijn met de aangrenzende zijden. 
 
      Gegeven: ∠ܦܣܥ =  .(fig. 26,4) ܦܣܤ∠
      Te bewijzen: ܦܥ ∶ ܦܤ = ܥܣ ∶  .ܤܣ
      Bewijs:  Verleng ܦܣ en trek door ܥ een lijn  
  Volgens de eigenschap van voorbeeld 2 is in .ܤܣ//       
      het trapezium ܥܧܤܣ: 
ܦܥ         ∶ ܦܤ = ܥܧ ∶  .ܤܣ
Fig. 26,3.      Daar ∠ܣܧܥ = ܧܣܤ∠ =   ,gelijkbenig ܥܧܣ ∆ is ,ܧܣܥ∠
      dus ܥܣ =   In laatstgenoemde evenredigheid .ܥܧ
      kunnen we dus ܥܧ vervangen door ܥܣ, waarmee het  
      gestelde is bewezen. 
 
      Stelling 2. De buitenbissectrice van een driehoek  
      snijdt de overstaande zijde in een punt, waarvan de  
      afstanden tot de uiteinden van die zijde zich verhou- 
      den als de aangrenzende zijden. 
 
      Gegeven: ∠ܦܥܤ =  .(fig. 26,5) ܦܥܧ∠
      Te bewijzen:  ܤܦ ∶ ܣܦ = ܤܥ ∶  .ܣܥ
      Bewijs:  Maak ∠ܥܦܧ =   een ܥܦ Nu is .ܥܦܤ∠
      binnenbissectrice van ∆ ܧܦܣ.  
Fig. 26,4.      Volgens de eigenschap van stelling 1 is nu: 
ܥܣ         ∶ ܥܧ = ܦܣ ∶  .ܦܧ
      Maar ∆ ܦܥܤ ≅  -een zijde met de twee aanlig) ܦܥܧ ∆
      gende hoeken gelijk), dus: ܧܥ = ܧܦ en ܤܥ =  .ܤܦ
      Substitueren we dit in de laatste evenredigheid, dan  
      gaat deze, nadat we de termen in omgekeerde  
      volgorde hebben geschreven, over in:  
ܤܦ         ∶ ܣܦ = ܤܥ ∶  .ܣܥ
 
      Opmerking: We zeggen dat de binnenbissectrice de  
      overstaande zijde inwendig en de buitenbissectrice  
      haar uitwendig verdeelt in stukken, die zich verhou- 
Fig. 26,5.      den als de aangrenzende opstaande zijden. 
 
 
 
Oplossingen inzenden van de opgaven 140 t/m 145. 
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     Projecties 
 
27,1. De projectie van een punt en van een lijn 
 
        Laat men uit een punt ܲ buiten een 
       lijn ܤܣ de loodlijn neer op ܤܣ, heet het voet- 
       punt ܳ van die loodlijn de projectie van ܲ op  
 .(fig. 27,1) ܤܣ       
 
        Alle punten van de loodlijn ܲܳ heb- 
       ben dezelfde projectie ܳ. Het punt ܳ is zijn  
Fig. 27,1.       eigen projectie. 
 
        Onder de projectie van een lijn ܲܳ op  
       een lijn ܤܣ verstaan we de afstand van de  
       projecties van de uiteinden ܲ en ܳ op AB  
       (fig. 27,2). 
 
Fig. 27,2.        Trekt men in een driehoek uit een  
       hoekpunt de hoogtelijn op de overstaande  
         zijde, dan wordt deze verdeeld in twee stuk- 
    a                                  b   ken. Ieder stuk is de projectie van de aanlig- 
       gende zijde. In fig. 27,3 is in beide getekende  
       gevallen ܦܣ de projectie van ܥܣ en ܦܤ de  
       projectie van ܥܤ op de basis ܤܣ. 
 
       27,2. Projectiestellingen in de rechthoekige  
Fig. 27,3.                driehoek 
       
       Eigenschap 1. In een rechthoekige driehoek is  
       elke rechthoekszijde middelevenredig tussen  
       haar projectie op de hypotenusa en de  
       hypotenusa. 
 
       Gegeven: ∠ܤܣܥ = ܦܣ  ;90° ⊥  .(fig. 27,4) ܥܤ
       Te bewijzen:  ܤܦ ∶ ܤܣ = ܤܣ ∶  .ܥܤ
       Bewijs:  De driehoeken ܥܤܣ en ܣܤܦ 
Fig. 27,4.       zijn rechthoekig en hebben ∠ܤ gemeen; ze  
       zijn dus gelijkvormig. 
Daaruit volgt: ܤܦ ∶ ܤܣ = ܤܣ ∶   .ܥܤ
 
Opmerking: Passen we op deze evenredigheid de hoofdeigenschap der evenredigheden toe (het pro-
duct der uiterste termen is gelijk aan het product der middelste), dan krijgen we: ܤܣଶ = ܥܤ ×  .ܦܤ
In woorden: Het kwadraat van de rechthoekszijde is gelijk aan haar projectie op de schuine zijde maal 
de schuine zijde. 
 
Eigenschap 2. De som van de kwadraten van de rechthoekszijden is gelijk aan het kwadraat van de 
hypotenusa. 
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 Deze eigenschap heet de stelling van Pythagoras. 
 
Gegeven: ∠ܤܣܥ = ܦܣ   ;90° ⊥  .(fig. 27,4) ܥܤ
Te bewijzen: ܤܣଶ + ଶܥܣ =  .ଶܥܤ
Bewijs:  Uit de opmerking bij eigenschap 1 volgt: 
ଶܤܣ    = ܦܤ ×  ܥܤ
ଶܥܣ    = ܦܥ ×   :opgeteld   ܥܤ
 

ଶܤܣ   + ଶܥܣ = ܦܤ) + (ܦܥ ×  :dus ,ܥܤ
ଶܤܣ   + ଶܥܣ =  .ଶܥܤ
 
Eigenschap 3. In een rechthoekige driehoek is de hoogtelijn op de hypotenusa middelevenredig tussen 
de stukken, waarin zij de hypotenusa verdeelt. 
 
Gegeven: ∠ܤܣܥ = ܦܣ   ;90° ⊥  .(fig. 27,4) ܥܤ
Te bewijzen: ܦܥ ∶ ܦܣ = ܦܣ ∶  .ܦܤ
Bewijs:  De lijnen die in het ‘te bewijzen’ voorkomen, zijn rechthoekszijden in de driehoeken 
ܦܣܥ∠ In deze driehoeken is .ܤܣܥ en ܦܤܣ =  .tot complement ܤܣܦ∠ want beide hebben ze ,ܦܤܣ∠
De driehoeken ܦܤܣ en ܤܣܥ hebben dus twee hoeken gelijk en zijn daarom gelijkvormig. 
Hieruit volgt hetgeen dat bewezen moet worden. 
 
Eigenschap 4. Het product van de hoogtelijn op de hypotenusa en de hypotenusa is gelijk aan het 
product van de rechthoekszijden. 
 
Gegeven: ∠ܤܣܥ = ܦܣ   ;90° ⊥  .(fig. 27,4) ܥܤ
Te bewijzen: ܦܣ × ܥܤ = ܤܣ ×  .ܥܣ
Bewijs:  ∆ ܣܤܥ ∆~ܦܤܣ (twee hoeken gelijk), dus de verhouding ܦܣ ∶  is gelijk ܦܤܣ ∆ in ܤܣ
aan de verhouding ܥܣ ∶ ܦܣ dus ,ܣܤܥ ∆ in ܥܤ ∶ ܤܣ = ܥܣ ∶ ܦܣ :waaruit volgt ,ܥܤ × ܥܤ = ܤܣ ×  .ܥܣ
 
Voorbeeld: De benen van een gelijkbenige driehoek zijn elk 20 ܿ݉ lang, terwijl de basis 32 ܿ݉ is. 
Bereken de hoogte. 
 
Oplossing: De hoogtelijn verdeelt de basis in twee gelijke stukken, elk dus van 16 ܿ݉. Er ontstaan dan 
2 congruente rechthoekige driehoeken, waarin we de stelling van Pythagoras toepassen. 
Als de hoogte ℎ is, vinden we: 
 
20ଶ = ℎଶ + 16ଶ  
 ℎଶ = 20ଶ − 16ଶ  
 ℎଶ = 400 − 256 = 144  
 ℎ = 12  
 

De hoogte is dus 12 ܿ݉. 
 
 
Oplossingen inzenden van de opgaven 146 t/m 152. 
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28,1. Projectiestellingen in de scheefhoekige driehoek 
 
Eigenschap 1. In een driehoek is het kwadraat van een zijde over een scherpe hoek gelijk aan de som 
van de kwadraten der beide andere zijden, verminderd met tweemaal een van deze andere, maal de 
projectie van de tweede op haar. 
       Gegeven: ∠ܤ < ܦܥ  ;90° ⊥  .(fig.28,1)  ܤܣ
       Te bewijzen:  ܥܣଶ = ଶܥܤ + ଶܤܣ − 
  a                                b               −2ܾܽ ×  .ܦܤ
       Bewijs:  In de rechthoekige driehoek  
ଶܥܣ is ܥܦܣ        = ଶܦܣ +  ଶ. . . . . . . . . . . . (1)ܦܥ
       In de rechthoekige driehoek ܦܥܤ is: 
ଶܦܥ        = ଶܥܤ −  ଶ. . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)ܦܤ
       Verder is ܦܣ = ܤܣ −  :dus ,ܦܤ
ଶܦܣ        = ܤܣ) − ଶ(ܦܤ = . . . . . . . . . . . . . . . (3)  
       = ଶܤܣ − ܤܣ2 × ܦܤ + ଶܦܤ . 
Fig. 28,1.       Substitueren we deze waarden van ܦܣଶ en  
 :ଶ volgens (2) en (3) in (1), dan vinden weܦܥ       
ଶܥܣ = ଶܤܣ − ܤܣ2 × ܦܤ + ଶܦܤ + ଶܥܤ −  :ଶ, ofܦܤ
ଶܥܣ = ଶܥܤ + ଶܤܣ − ܤܣ2 ×  .ܦܤ
Is ∠ܣ stomp (fig. 28,1), dan is ܣܦ = ܦܤ −  ଶ dezelfde uitdrukking, zodatܣܦ dus vinden we voor ,ܤܣ
hetgeen wat bewezen moet worden juist is. 
 
Eigenschap 2. In een driehoek is het kwadraat van een zijde over een stompe hoek gelijk aan de som 
van de kwadraten der beide andere zijden, vermeerderd met tweemaal een van deze andere, maal de 
projectie van de tweede op haar.  
     Gegeven: ∠ܤ > ܦܥ  ;90° ⊥  .(fig.28,2)  ܤܣ
     Te bewijzen: ܥܣଶ = ଶܤܣ + ଶܥܤ + ܤܣ2 ×  .ܦܤ
     Het bewijs verloopt op overeenkomstige wijze als bij  
     eigenschap 1. 
     Opmerkingen: 1. Is hoek ܤ = 90°, dan gaan de eigenschap- 
     pen 1 en 2 over in de stelling van Pythagoras. 
     2. Noemen we de zijden van de driehoek ܽ, ܾ en ܿ, dan is  
     ܽଶ = ܾଶ + ܿଶ ± 2ܾ × de projectie van ܿ op ܾ, maar ook is  
     ܽଶ = ܾଶ + ܿଶ ± 2ܿ maal de projectie van ܾ op ܿ. 
     3. Is van een driehoek ܿ de grootste zijde, dan is de driehoek 
      rechthoekig, als ܿଶ = ܽଶ + ܾଶ, scherphoekig als: 
Fig. 28,2.      ܿଶ < ܽଶ + ܾଶ en stomphoekig als: ܿଶ => ܽଶ + ܾଶ. 
 
28,2. Berekening van lijnen in een driehoek 
 
1a. De zwaartelijn    
     In ∆ ܧܥܣ (fig. 28,3) is ܧܥଶ = ܾଶ + ଶܧܣ − ܦܣ2 ×  .(1) ܧܣ
     Nu is ܧܣ = ½ܿ en ܦܣ de projectie van ܾ op ܿ, dus: 
 

Fig.28,3.     ܦܣ = మ ା మ ି మ

ଶ
 . Door deze waarde in (1) te substitueren  

     vinden we: ܧܥଶ = ܾଶ + ଵ
ସ

ܿଶ − ܿ × మ ା మ ି మ

ଶ
 

ଶܧܥ      = ܾଶ + ଵ
ସ

ܿଶ − ½ܾଶ − ½ܿଶ + ½ܽଶ of: 
ଶܧܥ2      = ܽଶ + ܾଶ − ½ܿଶ. 
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 b. De binnenbissectrix*1  In ∆ ܦܥܣ (fig. 28,4) is: 
ଶܦܥ      = ܾଶ + ଶܦܣ − ܦܣ2 ×  (1) . . . . . . . . . . .ܧܣ
     Met behulp van de stelling: de bissectrice van een hoek  
     verdeelt de overstaande zijde in stukken die zich verhouden  
     als de aangrenzende zijden, vinden we: 
 

ܦܣ        = 
ା

 . 
 

 :dus ,ܤܣ  ܥܣ is de projectie van ܧܣ     
 

ܧܣ        = మାమିమ

ଶ
 . 

 

     Door deze uitdrukking voor ܦܣ en ܧܣ in (1) te substitueren,  
Fig. 28,4.     vinden we: 
 

ଶܦܥ      = ܾଶ + మమ

( ା )మ − ଶ
 ା 

× మ ା మ ି మ

ଶ
 . 

 

     Op deze wijze kunnen we de lengte van de binnenbissectrix 
berekenen uit de lengten van de zijden. ( Deze formule niet van buiten leren; in voorkomende gevallen 
de formule afleiden). De buitenbissectrix kan op soortgelijke wijze worden gevonden. 
 
c. De hoogtelijn     
     In ∆ ܥܤܣ (fig. 28,5) noemen we de lengte van de hoogtelijn  
ܦܥ      = ℎ. Dan is ∆ ܥܦܣ: 
       ℎଶ = ܾଶ −  ଶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)ܦܣ
 

ܦܣ       = మ ା మ ି మ

ଶ
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(2) 

 

     Substitutie van (2) in (1) geeft: 
 

      ℎଶ = ܾଶ − ቀమ ା మ ି మ

ଶ
ቁ

ଶ
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(3) 

 

   We kunnen deze formule tot een andere gemakkelijk te  
Fig. 28,5.     onthouden vorm herleiden. Uit (3) volgt: 
 

ℎଶ = ቀܾ + మ ାమ ି మ

ଶ
ቁ  ቀܾ − మ ା మ ି మ

ଶ
ቁ =  ቀଶ ା మ ା మ ି మ

ଶ
ቁ ቀଶ ି మ ି మ ା మ

ଶ
ቁ = 

 

= ( ା )మି 
ଶ

× మି ( ି )మ

ଶ
= ( ା  ା )( ା  ି  )( ା  ି )( ି  ା )

ସమ =  
 

= ( ା  ା )( ି  ା  ା )( ି  ା )( ା  ି )
ସమ =  

 

De omtrek van een driehoek stellen we gewoonlijk voor door 2ݏ, dus 2ݏ = ܽ + ܾ + ܿ. 
Hiermee gaat onze laatste vorm over in: 
 

 ℎଶ = ଶ௦ × ଶ(௦ ି ) ×ଶ(௦ ି ) ×ଶ(௦ ି )
ସమ = ସ௦(௦ ି )(௦ ି )(௦ ି )

మ  . 
 

Derhalve is de lengte van de hoogtelijn  de zijde ܿ: 
 

 ℎ = ଶ


ඥݏ)ݏ − ݏ)(ܽ − ݏ)(ܾ − ܿ) . 
 

(Deze formule wordt vaak gebruikt; deze formule onthouden). 
 
 
Oplossingen inzenden van de opgaven 153 t/m 160. 
                                                             
1 Zie deel 1, blz 32. (FV)  
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De merkwaardige lijnen in de driehoek 
 
29,1. De zwaartelijn 
 
Eigenschap 1, 
 
 Twee zwaartelijnen verdelen elkaar in de verhouding van 2 tot 1. 
 
     Gegeven: ܧܣ = ܦܤ   ;ܥܧ =  .(fig. 29,1) ܥܦ
     Te bewijzen: ܵܣ ∶ ܦܵ = ܵܤ ∶ ܧܵ = 2 ∶ 1. 
     Bewijs:  De lijn ܧܦ verbindt de middens van de  
     opstaande zijden. Daarom is ܤܣ//ܦܧ en is ܦܧ  .ܤܣ ½ =
     De vierhoek ܧܦܤܣ is dus een trapezium. In een trapezium  
     verdelen de diagonalen elkaar in stukken, die zich verhouden  
     als de aangrenzende evenwijdige zijden. Hieruit volgt: 
ܵܣ      ∶ ܦܵ = ܵܤ ∶ ܧܵ = 2 ∶ 1. 
Fig. 29,1. 
 
Eigenschap 2. De drie zwaartelijnen snijden elkaar in één punt. 
 
     Gegeven: ܧܣ = ܦܤ   ;ܥܧ = ܨܣ   ;ܥܦ =  .(fig.29,2) ܤܨ
     Te bewijzen: ܦܣ,  .snijden elkaar in één punt ܨܥ en ܧܤ
      Bewijs:  ܦܣ en ܧܤ snijden elkaar in een punt ܵ zo, dat  
ܵܣ        ook in een punt ܦܣ snijdt ܥ De zwaartelijn uit .ܦܣ 2/3 =
     zo, dat de afstand van ܣ tot dat snijpunt 2/3 ܦܣ is. 
     De derde zwaartelijn gaat dus ook door ܵ. 
     Opmerking. Het snijpunt van de zwaartelijnen in een driehoek  
     heet het zwaartepunt. 
 
Fig. 29,2. 
 
29,2. De bissectrice 
 
Eigenschap 1. De binnenbissectrices van een driehoek snijden elkaar is één punt. 
      
     Gegeven: ∠ܦܣܥ = ܧܤܣ∠   ;ܦܣܤ∠ =  ;ܧܤܥ∠
ܨܥܤ∠          =  .(fig. 29,3)  ܨܥܣ∠
     Te bewijzen: ܨܥ gaat door ܵ. 
     Bewijs:  Elk punt van een bissectrice ligt even ver van  
     de benen van de hoek, die middendoor wordt gedeeld. 
     Elk punt van ܦܣ ligt dus even ver van ܥܣ als van ܤܣ. 
     Elk punt van ܧܤ ligt even ver van ܤܣ als van ܤܥ. 
     Hun snijpunt ܵ ligt dus even ver van ieder der zijden. 
     Ieder punt van ܨܥ ligt even ver van ܥܣ als van ܥܤ en bevat  
     alle punten, die even ver van ܥܣ als van ܥܤ liggen en gaat dus  
Fig. 29,3     ook door ܵ. 
 
Opmerking. De drie buitenbissectrices snijden elkaar niet in één punt. 
Het snijpunt van twee buitenbissectrices ligt op de binnenbissectrix van de derde hoek. 
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29,3. De middelloodlijn 
      Onder een middelloodlijn verstaan we de lijn, die een  
      zijde loodrecht middendoor deelt. 
      Eigenschap. De drie middelloodlijnen snijden elkaar  
      in één punt. 
 
      Gegeven: ܧܦ, ,ܤܣ delen ܫܪ en ܩܨ  -lood ܣܥ en ܥܤ
      recht middendoor (fig. 29,4). 
      Te bewijzen: ܧܦ,   snijden elkaar in één ܫܪ en ܩܨ
      Punt. 
      Bewijs:  Elk punt van ܧܦ ligt even ver van ܤ  
      als van ܥ. Elk punt van ܩܨ ligt even ver van ܥ als van  
  ligt dus even ver van de ܩܨ en ܧܦ Het snijpunt van .ܣ      
Fig. 29,4.      drie hoeken. 
 
Elk punt van ܫܪ ligt even ver van ܣ als van ܤ en bevat alle punten, die even ver van ܣ als van ܤ 
liggen, dus gaat ook door het snijpunt van ܧܦ en ܩܨ. 
 
29,4. De hoogtelijn 
 
Eigenschap 1. De drie hoogtelijnen van een driehoek snijden elkaar in één punt. 
 
      Gegeven: ܦܣ ⊥ ܧܤ   ;ܥܤ ⊥ ܨܥ   ;ܥܣ ⊥  ܤܣ
           (fig. 29,5). 
      Te bewijzen: ܦܣ,   snijden elkaar in één ܨܥ en ܧܤ
        punt. 
      Bewijs:  Trek door de hoekpunten ܣ,   ܥ en ܤ
      van de driehoek lijnen evenwijdig aan de overstaande  
      zijden. Deze lijnen vormen een driehoek ܫܪܩ. 
      Van de vierhoek ܪܥܤܣ lopen de zijden twee-aan- 
      twee evenwijdig. Het is dus een parallellogram,  
      evenals ܩܥܤܣ. 
 
      Hieruit volgt: ܥܪ = ܩܥ en ܤܣ = ܥܪ dus  ,ܤܣ =  .ܩܥ
Fig. 29,5.      De lijn ܨܥ is dus de middelloodlijn van ܩܪ. Eveneens  
      is ܦܣ middelloodlijn van ܫܪ. De drie middellood- 
lijnen van ∆ ܫܪܩ snijden elkaar in één punt volgens de eigenschap van 29,3. 
Daar deze middelloodlijnen tevens de hoogtelijnen van ∆ ܥܤܣ zijn, snijden de hoogtelijnen van een 
driehoek elkaar in één punt. Het snijpunt van de hoogtelijnen heet het hoogtepunt van de driehoek. 
 
 
 
Oplossingen inzenden van de opgaven 161 t/m 165. 
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30,1. De cirkel 
 
 Als men een lijn om een uiteinde laat draaien, beschrijft het andere uiteinden een kromme 
lijn. De beschreven kromme heet een cirkel. 
Definitie: Een cirkel is de meetkundige plaats van punten, die alle even ver van een bepaald punt, 
(het middelpunt) verwijderd zijn. 
De afstand van het middelpunt tot een punt van de omtrek heet de straal. 
 Een rechte lijn, die twee punten van een cirkel verbindt, heet koorde. 
       In fig. 30,1 is ܯ het middelpunt van een cirkel  
      met straal ܴ. ܤܣ is een koorde. 
       Een koorde, die door het middelpunt gaat,  
      heet middellijn.  
       Een middellijn is de langste koorde, die men  
      in een cirkel kan trekken en is gelijk aan tweemaal de  
      straal. 
       In een cirkel zijn dus alle middellijnen even  
      groot. Een deel van een cirkelomtrek heet cirkelboog. 
 
      Eigenschap: Als de afstand van de middelpunten van  
      twee cirkels kleiner is dan de som van de stralen van  
      de twee cirkels, maar groter dan het verschil van die  
      stralen, dan snijden die twee cirkels elkaar in twee  
Fig. 30,1.      punten. 
 

      Gegeven: de cirkels met middelpunten 
ܤଵܯ   ;ଶܯ  ଵ enܯ                = ܴଵ en ܯଶܣ = ܴଶ. 

ଶܯଵܯ                 < ܴଵ + ܴଶ en ܯଵܯଶ > ܴଵ − ܴଶ .  
       Te bewijzen: De cirkels snijden elkaar in twee  
                punten. 
       Bewijs: We verbinden ܯଵ en ܯଶ met punt ܥ. 
       Nu is in een driehoek de som van twee zijden 
       groter dan de derde, dus: 
ܥଵܯ        + ܥଶܯ > ܥଵܯ ଶ, maarܯଵܯ = ܴଵ en 
ܥଶܯ        = ܴଶ, dus ܯଵܯଶ < ܴଵ + ܴଶ. 
        De twee cirkels raken elkaar als:  
ଶܯଵܯ        = ܴଵ + ܴଶ en de cirkels raken elkaar  
       niet als ܯଵܯଶ > ܴଵ + ܴଶ. De cirkels liggen  
Fig. 30,2.       dan geheel buiten elkaar.  
       Als ܯଵܯଶ < ܴଵ − ܴଶ snijden de cirkels  
elkaar ook niet, de cirkels liggen dan in elkaar (zie fig. 30,3). 
 
 
 
 
 
       
 
ଶܯଵܯ < ܴଵ + ܴଶ        ܯଵܯଶ = ܴଵ + ܴଶ       ܯଵܯଶ > ܴଵ + ܴଶ                 ܯଵܯଶ < ܴଵ − ܴଶ 
 
Fig. 30,3. 
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 Een middellijn verdeelt de cirkel in twee delen, die elkaar volkomen kunnen bedekken, zodat 
een middellijn zowel de omtrek van de cirkel als het oppervlak van de cirkel in twee gelijke delen 
verdeelt. Een cirkel is bepaald door 3 punten, die niet op een rechte lijn mogen liggen. 
Beschouwen we een rechte lijn als een cirkel met een oneindige straal, dan behoeft de beperking, dat 
de punten niet op een rechte lijn mogen liggen, niet opgenomen te worden. 
 
       Door twee gegeven punten kunnen we  
      oneindig veel cirkels trekken (zie fig. 30,4). 
      De meetkundige plaats van de middelpunten der  
      cirkels, die door twee gegeven punten gaan, is de  
      middelloodlijn van de lijn te trekken tussen de twee  
      gegeven punten. In fig. 30,4 zijn ܣ en ܤ de gegeven  
      punten. ܦܥ is de middelloodlijn van ܤܣ. 
 
       Deze stelling volgt onmiddellijk uit de defini- 
      tie van de cirkel, die zegt: dat de punten van de cirkel 
      alle even ver van het middelpunt verwijderd zijn. 
      Een punt op de middelloodlijn van ܤܣ is even ver  
      verwijderd van ܣ en ܤ, dus het middelpunt van een  
      cirkel, die door ܣ en ܤ gaat. 
 
       Een lijn kan hoogstens twee punten met een 
      cirkel gemeen hebben, we noemen een lijn, die twee  
      punten met een cirkel gemeen heeft een snijlijn. 
 
       Heeft een lijn slechts een punt met een cirkel  
      gemeen, dan heet die lijn een raaklijn. 
 
Fig. 30,4.       Heeft de lijn geen snijpunten met een cirkel,  
      dan ligt de lijn geheel buiten de cirkel 
 
Samenvattend kunnen we dus zeggen: als de afstand van de middelpunten van de cirkels groter is dan 
de som van de stralen van die 2 cirkels, dan liggen de cirkels geheel buiten elkaar. Is de afstand gelijk 
aan de som van de stralen dan raken de cirkels elkaar uitwendig. Is de afstand kleiner dan de som en 
groter dan het verschil van de stralen, dan snijden de cirkels elkaar. Is de afstand gelijk aan het 
verschil van de stralen, dan raken de cirkels elkaar inwendig. Is de afstand kleiner dan het verschil van 
de stralen, dan ligt de ene cirkel geheel binnen de andere. Is de afstand van de middelpunten gelijk aan 
nul, met andere woorden: vallen de middelpunten van de cirkels samen, dan spreken we van 
concentrische cirkels. 
 
 
 
Oplossingen inzenden van de opgaven 166 t/m 172. 
 
 
 
 
 
 
 
 



R.T. 
Vl. M. 
 
Vlakke Meetkunde. Les 31     Nadruk verboden  61 
 
31,1. Hoeken en bogen 
       Een cirkelsector is een gedeelte van een cirkel  
      dat begrensd wordt door twee stralen en een cirkel- 
      boog, bv. ܤܯܣ in fig. 31,1. 
       De hoek ܤܯܣ heet middelpuntshoek, deze  
      “staat” op de boog ܤܣ. Een cirkelsegment is een  
      gedeelte van de cirkel dat begrensd wordt door een  
      koorde en een boog, bv. het deel ܧܦܥ. Men zegt dat  
      de koorde ܦܥ de boog onderspant. 
       Het 360°-ste deel van de omtrek van een  
      cirkel heet een booggraad, het 60°-ste deel van een  
      booggraad heet een boogminuut en het 60°-ste deel  
      van een boogminuut heet een boogseconde. 
      Dit is in overeenstemming met de begrippen graden,  
      minuten en seconden, die we bij de hoeken reeds  
Fig. 31,1.      geleerd hebben. Ook de symbolen om deze groot- 
      heden aan te geven zijn hetzelfde als bij de hoeken. 
 
Eigenschap: Een middelpuntshoek heeft evenveel hoekgraden als de boog waarop hij staat, boog- 
  graden heeft. We zeggen dit meestal als volgt: 
 

  Een middelpuntshoek is gelijk aan de boog waarop hij staat. 
 
Eigenschap: Een omtrekshoek is gelijk aan de helft van de boog waarop hij staat. 
 
      Bewijs:  ∠ܥܣܤ is de omtrekshoek, deze hoek staat op  
      de boog ܥܤ (fig. 31,2). 
       We trekken nu de lijn ܯܣ en verlengen deze  
      tot hij de cirkel snijdt in ܦ. We verbinden ܯ met ܤ. 
      Nu is ∠ܦܯܤ een middelpuntshoek, dus gelijk aan  
      boog ܣܯܤ ∆ .ܦܤ is gelijkbenig, daar ܯܤ = ܣܯ = ܴ. 
      Dus is ∠ܯܤܣ =  -is de buiten ܦܯܤ∠ Maar .ܦܣܤ∠
      hoek van ∆ ܣܯܤ, dus gelijk aan de som van de niet  
      aanliggende binnenhoeken, dus:   
ܦܯܤ∠       = ܯܤܣ + ܦܣܤ∠ =  :of ܦܣܤ∠ 2
ܦܣܤ∠         gelijk is aan boog ܦܯܤ∠ Daar .ܦܯܤ∠ ½ =
  .ܦܤ gelijk aan de halve boog ܦܣܤ∠ is ,ܦܤ      
      Op gelijke wijze kunnen we bewijzen dat: 
ܦܣܥ∠       = ½ boog ܦܥ, zodat ∠ܥܣܤ = ½ boog ܥܤ. 
Fig. 31,2       Deze laatstgenoemde stelling geldt eveneens  
      voor de hoek, gevormd tussen een raaklijn en een  
      koorde (zie fig. 31,3). 
Hiervoor geldt ∠ܥܣܤ = ½ boog ܥܣ. 
 
 We hebben dus gezien dat een middelpuntshoek gelijk is aan de boog waarop hij staat en een 
omtrekshoek gelijk aan de halve boog waarop hij staat. 
 Is bv. een omtrekshoek gelijk aan 90°, dan is de boog waarop hij staat gelijk aan 180° (dus 
juist de helft van de omtrek van de cirkel). Bij een rechthoekige driehoek kunnen we het middelpunt 
dus vinden op de hypotenusa, terwijl de straal gelijk is aan de halve hypotenusa (zie fig. 31,4). 
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        Indien we in een cirkel dus een  
        middellijn tekenen en we verbinden  
        de uiteinden van deze middellijn met  
        een willekeurig punt van de omtrek  
        van de cirkel, dan is de hoek gevormd  
        tussen de twee koorden altijd gelijk  
        aan 90°. 
 
        Eigenschap: De hoek, gevormd door  
        twee lijnen, die elkaar binnen de  
Fig. 31,3.     Fig. 31,4.  cirkel snijden, is gelijk aan de halve  
        som van de bogen, die binnen die  
        hoek en de overstaande hoek liggen. 
 
        Bewijs: (zie fig. 31,5). 
 
        Verbind ܤ met ܥ. 
        Nu is ∠ܥܤܦ = ½ boog ܦܥ en  
ܤܥܣ∠         = ½ boog ܤܣ. Daar ∠ܤܵܣ de 
        buitenhoek is van ∆ ܵܥܤ is ∠ܤܵܣ = 
        = ܤܥܣ∠ +  :dus ,ܥܤܦ∠

ܤܵܣ∠         = ½ boog ܤܣ + ½ boog ܦܥ  
Fig. 31,5.         Fig. 31,6.  of: ∠ܤܵܣ = ½ (boog ܤܣ + boog ܦܥ). 
 
Eigenschap: Een raaklijn staat loodrecht op de straal van het raakpunt. 
 
Bewijs: (zie fig. 31,6). Trek vanuit ܣ door ܯ een lijn, die de cirkel in ܥ snijdt. Nu is ܥܣ een middellijn 
en ∠ܥܣܤ is een omtrekshoek, die op de halve cirkelomtrek staat. 
 De gehele cirkelboog van een cirkel bevat 360°, dus de halve cirkelboog 180°. 
Dus ∠ܥܣܤ = ½ boog ܥܣ = ½ × 180° = 90°. Hieruit volgt, dat de raaklijn loodrecht staat op de straal 
naar het raakpunt. 
 
 
Oplossingen inzenden van de opgaven 173 t/m 179. 
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32,1. Hoeken en bogen (vervolg) 
      Eigenschap: De hoek, gevormd door twee lijnen, die  
      elkaar buiten de cirkel snijden, is gelijk aan het halve  
      verschil van de bogen, die binnen de hoek liggen. 
      Bewijs: (zie fig. 32,1). Verbind ܥ met ܦ. 
      Nu is ∠ܧܦܥ de buitenhoek van ∆ ܦܥܣ, dus: 
ܧܦܥ∠       = ܦܥܣ∠ +  .ܦܣܥ∠
       Hierin is ∠ܧܦܥ = ½ boog ܧܥ en 
ܦܥܣ∠       = ½ boog ܦܤ, dus daar ∠ܦܣܥ = ܧܦܥ∠ + 
 :vinden we ܦܥܣ∠−      
ܦܣܥ∠       = ½ boog ܧܥ − ½ boog ܦܤ of: 
ܦܣܥ∠       = ½ (boog ܧܥ − boog ܦܤ). 
 
       Uit bovenstaande valt makkelijk te bewijzen  
      dat de hoek, gevormd door een raaklijn en een snijlijn  
 Fig. 32,1.   met de cirkel gelijk is aan het halve verschil van de  
      bogen, die tussen de snijpunten en het raakpunt  
      gelegen zijn (zie fig. 32,2). 
 
ܣ∠       = ½ (boog ܤܦܥ − boog ܨܧܥ). (Het bewijs  
      hiervan laten wij aan de cursist over.)    
      Eigenschap: De hoek, gevormd door twee raaklijnen  
      is gelijk aan het halve verschil van de bogen, die tus- 
      sen de raakpunten gelegen zijn (het bewijs hiervan  
      laten wij aan de cursist over). 
 
      32,2. Constructie van de omgeschreven cirkel van een  
               driehoek 
 Fig. 32,2. 
       Daar er door drie punten, in een plat vlak  
      gelegen, slechts 1 cirkel is te trekken, kan men door  
      de hoekpunten van een driehoek slechts 1 cirkel con- 
      strueren. Deze cirkel heet de omgeschreven cirkel van  
      de driehoek. De middelpunten van alle cirkels, die  
      door de punten ܣ en ܤ getrokken kunnen worden, lig- 
      gen op de middelloodlijn van ܤܣ. De middelpunten 
      van de cirkels, die door ܣ en ܥ getrokken kunnen  
      worden, liggen op de middelloodlijn van ܥܣ. 
      Waar deze middelloodlijnen elkaar snijden, vinden we  
      dus het middelpunt van de cirkel, die door alle drie  
      punten gaat. Dus het middelpunt van de omgeschre- 
      ven cirkel ligt op het snijpunt der middelloodlijnen der  
      zijden van de driehoek. De straal is de lengte van het  
 Fig. 32,3.   lijnstuk ܣܯ of ܤܯ of ܥܯ. 
 
 We kunnen bewijzen dat deze straal gelijk is aan het product der zijden van de 
driehoek, gedeeld door 4× het oppervlak van de driehoek. We zullen dit bewijs niet geven, doch 
alleen de formule vermelden,  
 

aldus:  ࡾ = ࢉ ࢈ ࢇ


 . 



R.T. 
 
64 Vl. M.         Nadruk verboden 
 
        Trekken we in een driehoek de  
       bissectrice van een der hoeken, dan geldt  
       hiervoor, dat de bissectrice de meetkundige  
       plaats is van punten, die alle even ver van de  
       benen van de hoek verwijderd zijn. 
       Het snijpunt der bissectrices is dus een punt  
       dat even ver van alle zijden van de driehoek af  
       ligt. Beschrijven we dus met dit snijpunt als  
       middelpunt een cirkel met als straal de afstand  
       tot een van de zijden, dan zal deze cirkel ra- 
       ken aan alle zijden. Deze cirkel heet de inge- 
 Fig. 32,4.    schreven cirkel van de driehoek (zie fig. 32,4). 
        Voor de straal van de ingeschreven 
cirkel kunnen we weer een formule afleiden. We zullen het bewijs hiervan niet geven, doch alleen 
weer de formule vermelden, deze luidt: 
 

࢘  = ࡻ
࢙
 . 

 

Hierin is ܱ weer het oppervlak van de driehoek en ݏ de halve omtrek van de zijden, dus: 
 

ݏ  = ½ (ܽ + ܾ + ܿ). 
 
32,4. Constructie van de aangeschreven cirkel van een driehoek 
 
        De aangeschreven cirkel van een  
       driehoek raakt aan 1 zijde en aan het ver- 
       lengde der beide andere. 
        Het middelpunt vinden we dus uit het  
       snijpunt van de binnenbissectrice met de bui- 
       tenbissectrices. De straal van de aangeschre- 
       ven cirkel is te berekenen uit de formule: 
 

ࢇ࢘          = ࡻ
ࢇ ି ࢙

 . 
 

       Raakt de cirkel aan de zijde ܾ, dan wordt dit:  
ݎ        = ை

௦ ି 
 en raakt de cirkel aan de zijde ܿ,  

 

  Fig. 32,5.     dan: ݎ = ை
௦ ି 

 . 
 
In woorden: De straal van de aangeschreven cirkel van een driehoek is gelijk aan het oppervlak van de 
driehoek, gedeeld door de halve omtrek, verminderd met de zijde waaraan de aangeschreven cirkel 
raakt. 
 
Opmerking: We herhalen nog even de formules voor de omtrek en het oppervlak van een cirkel in 
verband met de te maken opgaven. 
 

Omtrek cirkel   =    .݀ߨ   of   ܴߨ2
Oppervlak cirkel = ଶ   of   ଵܴߨ

ସ
 .ଶ݀ߨ

Hierin is ܴ de straal van de cirkel, ݀ de middellijn en ߨ = ଶଶ


= 3,14. 
 
 
Oplossingen inzenden van de opgaven 180 t/m 187. 


